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Тензор влияния Кельвина – Сомильяны 
 В данном параграфе с помощью фундаментального решения уравнения равно-





 для упругого пространства. Для нахождения фундаментального ре-
шения уравнения Ляме используется представление Кирхгофа. Все выкладки прово-




Представление решения уравнения Ляме в форме Кирхгофа  
для безграничного упругого пространства 
 
 Рассмотрим равновесие упругого пространства, на которое действуют мас-
совые силы X
G
. Будем считать, что массовые силы таковы, что перемещения на 
бесконечности стремятся к нулю. Согласно представлению Кирхгофа вектор пере-
мещений uG  будем разыскивать в виде суммы потенциальной и соленоидальной со-
ставляющих [5] 
 
   ( ), ,i i ijk k ju rot u eφ ψ φ ψ= ∇ + = +GG  (1.1) 
Соответственно, и массовые силы разобьем на потенциальную и соленоидальную 
составляющие 
   ( ), ,i i ijk k jX rot X eχ φ χ= ∇Π + = +G G  (1.2)  
 
где { }3, , 1ijk i j ke e ==  - тензор Леви-Чивита [5]. 
 Подставляя выражение (1.1),(1.2) в уравнение (4.5) после очевидных пре-
образований, получим 
 
   
2 1 1 0rot divλ µ φ ψ ψ χ
µ µ µ




Это равенство будет выполняться, если потребовать выполнения  двух уравнений 
относительно неизвестных функций φ  и ψG  
 
















В случае неограниченного пространства для функций φ  и ψG , устремляющихся к 
нулю на бесконечности, решение уравнений (1.3) можно представить в виде нью-
тонова потенциала [1] 
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GG  (1.4) 
 
где 2 2 21 1 2 2 3 3( , ) ( ) ( ) ( )R x x x xξ ξ ξ ξ= − + − + −  - расстояние между точками 1 2 3( , , )ξ ξ ξ ξ=  и 
1 2 3( , , )x x x x= . 
 Найдем функции ( )xΠ  и ( )xχG . Из соотношения (1.2) следует, что имеют ме-
сто равенства ,div X rot X rot rot χ= ∆Π =
G G G
, которые при дополнительном условии со-
леноидальности вектора χG  переходят в уравнения для нахождения функций ( )xΠ  и 
( )xχG  
 






GG  (1.5) 
 
Как и в предыдущем абзаце, функции ( )xΠ  и ( )xχG  будем разыскивать в виде нью-
тонова потенциала 
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Здесь нижний индекс ξ  говорит, что дифференцирование и интегрирование прово-
дятся по координатам точки 1 2 3( , , )ξ ξ ξ ξ= . Преобразуем правые части соотношений 




(1.6), перебрасывая операции divξ  и rotξ  с сомножителя ( )X ξ
G
 подинтегрального 
выражения на сомножитель 1/ ( , )R x ξ . Тогда, применяя формулу Гаусса-
Остроградского (5.1) для бесконечной области, когда интеграл по бесконечно 
удаленной поверхности Σ  устремляется к нулю, и, переходя от дифференцирова-
ния по координатам точки 1 2 3( , , )ξ ξ ξ ξ=  к дифференцированию по 1 2 3( , , )x x x x= , по-
лучим следующие выражения для ( )xΠ  и ( )xχG  
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Xx X dV div dV
R x R x
Xx X dV rot dV




π ξ π ξ
ξχ ξ
π ξ π ξ
Π = − ⋅∇ = −







Тензор влияния Кельвина-Сомильяны  
 
 Пусть массовые силы представлены единичной сосредоточенной силой k ke e i=
GG
, 
действующей в точке 1 2 3( , , )ζ ζ ζ ζ= . В этом случае 
 
    ( )( , ) ( , ), ( , ) ( , )k kX e X eξ ζ δ ξ ζ ξ ζ δ ξ ζ= =G G  
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e e R xx e dV div
R x R x R x
e e R xx e dV rot
R x R x R x
ξ
ξ
ζζ δ ξ ζ
π ξ π ζ π ζ
ζχ ζ δ ξ ζ
π ξ π ζ π ζ
⋅Π = − ⋅ ⋅∇ = − =
×







где ( , ) ( ) ( ) ( )k k kR x r x r x iζ ζ ζ= − = −
G GG G
 - вектор, соединяющий 
точки ζ  и x  (рис.1). 
 Непосредственной подстановкой можно проверить, 
что решениями уравнений (1.3) с правыми частями, за-
даваемыми формулами (1.8), являются  
 
O 
( )r ζG  ( )r x
G
 
( , )R x ζG  
Рис.1 




   
( , )( , )
8 ( 2 ) ( , )
( , )( , )























8 ( 2 ) 8 ( 2 )
1 1 ( ) 1 ( )
8 8





e R e e RR
R R R
e R e Rrot rot e R
R R R
e e R e e R Re R
R R R R
φ





   ⋅ ⋅∇ = ∇ = −   + +   
   × ∇ × ×
= = +∇ × × =      
   + ⋅ ⋅
= − × × = +     
G G GG G G
G GG G GG G
G G GG G G GGG
 
 
Тогда вектор перемещений U
G
, определяемый соотношением (1.1), принимает вид 
 
   3 3 3
1 1 ( ) ( 3 )( , )
8 ( 2 ) 8 8 ( 2 ) ( )
e e RR e e RR e RR eU x
R R R R R R
λ µ λ µζ
π λ µ πµ πµ λ µ λ µ
     ⋅ ⋅ + + ⋅
= − + + = +     + + +     
G G G G G GG G G G G GG
 
 
Учтем формулы (4.3), для констант λ  и µ , вынесем в виде общего сомножителя 
вектор eG  вправо за квадратные скобки. Тогда, обозначая через δ  единичный 
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Тензор, стоящий здесь сомножителем при векторе eG , является тензором влияния 
Кельвина-Сомильяны. Обозначим его через U

 и запишем в виде 
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Силовой тензор  





 С тензором Кельвина-Сомильяны связан другой тензор – силовой. Строится 
он следующим образом. По вектору ( , )U x ζG  вычисляем тензор деформаций ε , а по 
нему тензор напряжений σ

 в соответствии с законом Гука. Далее, выбирая про-
извольную площадочку с единичной нормалью nG , записываем произведение n σ⋅G  . 
Т.к. тензор напряжений линейно зависит от вектора eG , то это произведение 
можно представить в виде произведения другого тензора Φ

 на вектор eG : 
n eσ⋅ = Φ ⋅
G G
. Указанный тензор Φ

 и носит название силового тензора. 
 По вектору перемещений ( , )U x ζG  находим тензор деформаций как "деформацию 
вектора"  ( , )xdef U x ζ
G
 - симметричную часть градиента вектора [3] 
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x def U x U x U x
U x U x
x x
ε ε ζ ζ ζ ζ
ζ ζ
ε
 = = = ∇ + ∇ 
  ∂ ∂
= +  ∂ ∂  
G G G 
 (1.12) 
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  ⋅ ∇ = − ∇ +∇ =   
−     
 ⋅ ⋅
= − + + − 
−  
G GG GG




  3 3 5
1 (1 2 ) 3
16 (1 )




 ⋅ + ⋅
= + − − − 
−  
G G G GG G G G G G
 (1.13) 
 
Отсюда, согласно закону Гука (4.1), получаем выражение для тензора напряжений 
 
  3 5
1 ( )(1 2 ) 3
8 (1 )





 ⋅ − + ⋅
= − − 
−  
G G G GG G G G G G
 (1.14) 
 




 Теперь возьмем произвольную элементарную площадочку, ориентированную 
единичной нормалью nG , и рассмотрим в произвольной точке этой площадочки 
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nR e n Re Rn e n R R R en A
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  ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ 
⋅ = − − − =     
  
− ⋅ ⋅ 
= − − − ⋅     
G G G G G GG G G G G G G GG 
G G G G GG G G G G G
 
 
где для краткости введено обозначение  
 
   1/16 (1 )A πµ ν= −  (1.15) 
 
Это соотношение представлено в виде произведения тензора второго ранга, кото-
рый в дальнейшем будем обозначать через Φ

, на вектор eG   
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= − − ⋅ ∇ ∇ − = 
−  
 − ∂
= − − ⋅ ∇ ∇ + 
− ∂ 
G G G GG G G G G G 
G G GG G GG G
G GG G G G
 (1.17) 
 
представляет собой силовой тензор влияния (здесь в последнем равенстве ис-








Свойство силового тензора влияния 
 









 Рассмотрим область iV , ограниченную поверхностью Σ  с внешней нормалью 
nG  (рис.2). Через eV  обозначим область, внешнюю по отношению к iV . Найдем ин-








 по поверхности Σ . Преобразуем  
его, используя формулу Гаусса-Остроградского и 
уравнение равновесия  
 
( , ) 0xdiv e xσ δ ζ+ =G  
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e ex e d n x x d
n R x R x
div x e x dV
ζ σ ζ
π ζ π ζ
σ ζ δ ζ
Σ Σ









Тогда, в силу произвола выбора вектора eG , из последнего равенства следует 
соотношение 
 
   
1( , )





∂Φ Σ = Σ
∂∫ ∫
v v  (1.18) 
 


















∂ Σ = − ∈Σ∂  ∈
∫v  
 
Из (1.18) следует окончательное выражение 
 
                       
1) см. [1], стр.367. 


















Φ Σ = − ∈Σ
∈
∫ v  (1.19) 
 
 Покажем, что для силового тензора влияния Φ

 имеет место еще одно по-
лезное соотношение 
 
 ( , ) ( , ) 0xR x x dζ ζ
Σ
×Φ Σ =∫ G v  (1.20) 
 
Для доказательства, умножим обе части последнего равенства на постоянный век-
тор eG  и учтем равенство (1.16). Используя координатную форму записи тензор-
ных величин и тензор Леви-Чивита ijk i j ki i iε ε=
 GG G
 




( , ) ( , ) ( , ) [ ( ) ( , )]
( , ) ( ) ( , ) ( , )( ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
x x
i i
ijk j m mk x ijk j mk x
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m m
R x x e d R x n x x d
R x n x x d R x x x dV
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R x x R x x d
x x
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Σ Σ
Σ
   
×Φ ⋅ Σ = × ⋅ Σ =      
∂
= Σ = =
∂
    ∂ ∂
= +    ∂ ∂    
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После последнего знака равенства первый интеграл равен нулю в силу антисим-
метрии тензора Леви-Чивита ε

 и симметрии тензора напряжений σ

, второй инте-






                       
2) см.[6] 








 Пусть упругое тело заполняет некоторую область V  пространства (это мо-
жет быть как внутренняя область iV , так и внешняя eV  по отношению к замкнутой 
поверхности Σ , см. рис.2). Рассмотрим два напряженно деформированых состоя-
ний тела, характеризуемых векторами перемещения uG  и 'uG , возникающих под дей-




,  поверхностных сил pG  и 'pG , соответст-
венно. Здесь нештрихованные величины относятся к первому состоянию, а штрихо-
ванные – ко второму. Воспользуемся формулами Бетти [3,5] 
 
 ' ' ' '
V V
X u dV p u d X udV p ud
Σ Σ
⋅ + ⋅ Σ = ⋅ + ⋅ Σ∫ ∫ ∫ ∫G GG G G G G Gv v  
 
Пусть второе состояние вызывается сосредоточенной силой eG , действующей в 
точке ζ  неограниченного пространства:  
 
   ' ( , ) , ' ( , ) , ' ( ) ( , )X e x u U x e p n x xδ ζ ζ σ ζ= = ⋅ = ⋅G G G G G G   
 
Тогда формула Бетти дает следующее выражение 
 
    ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )x x
V
u e X x U x edV p x U x e n x x u x dζ ζ ζ σ ζ
Σ
 ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ Σ ∫ ∫G  G G G G G G Gv   
 
Учитывая формулу (1.16) и произвол в выборе вектора eG , последнее соотношение  
можно представить в виде 
 
 ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )x x
V
u X x U x dV p x U x u x x dζ ζ ζ ζ
Σ
 = ⋅ + ⋅ − ⋅Φ Σ ∫ ∫G   G G Gv  (2.1) 
 
Соотношение (2.1) представляет собой формулу Сомильяны и выражает значения 
вектора перемещений внутри объема V  через значения этого вектора на поверх-
ности Σ , массовые силы и поверхностные силы pG .  




 Как нетрудно заметить из соотношений (1.11), (1.17), тензор влияния 
( , )U x ζ  имеет особенность на бесконечости вида 1/ R , а силовой тензор влияния 
( , )x ζΦ  особенность вида 21/ R . Такого же типа особенности имеют скалярные по-
тенциалы теории потенциала в математической физике [1]. 
 Введем три векторные функции ( )ψ ζG , ( )V ζG  и ( )W ζG , которые по аналогии с 
теорией скалярных потенциалов будем называть  
 
 ( ) ( ) ( , ) x
V
X x U x dVψ ζ ζ= ⋅∫ G G  (2.2) 
 
векторным объемным потенциалом  
 
 ( ) ( ) ( , ) yV a y U y dζ ζ
Σ
= ⋅ Σ∫G Gv  (2.3) 
 
векторными потенциалами простого 
 
 ( ) ( ) ( , ) yW b y y dζ ζ
Σ
= ⋅Φ Σ∫ GG v  (2.4) 
и двойного слоя. 
 Здесь ( )X x
G
, ( )a yG , ( )b yG  - векторные плотности потенциалов, 1 2 3( , , )y y y y=  - 
точка, лежащая на поверхности Σ . Очевидно, что объемный потенциал удовлетво-
ряет уравнению равновесия (4.5), когда на упругое тело действуют массовые си-
лы интенсивности X
G
, а потенциалы простого и двойного слоя  являются решения-
ми однородного уравнения равновесия. 
 
Предельные значения векторного потенциала двойного слоя. 
Формулы Племели 
 
 Векторный объемный потенциал (2.2) в проекциях на оси декартовых коор-
динат можно рассматривать как три скалярных выражения, содержащих несобствен-


















с непрерывной функцией ( )xρ . Интегралы такого типа являются непрерывными 
функциями координат точки 3Eζ ∈  3). Аналогичные утверждения о непрерывности 
по координатам точки 3Eζ ∈  можно сделать относительно векторного потенциала 











В частности, непрерывность векторного потенциала (2.3) имеет место и в точках 
ζ ∈Σ, когда интеграл становится несобственным 4). 
 Векторный потенциал двойного слоя (2.4) является непрерывной функцией 
координат точки ζ  в любой точке области V , не лежащей на поверхности Σ . 
Когда точка ζ  принадлежит поверхности Σ , интеграл (2.4) становится сингу-














входящих в ядро Φ

 потенциала двойного слоя 5). 
 Выберем пространственную кривую (L), пере-
секающую поверхность Σ  под прямым углом 
(рис.2). Обозначим через s  дуговую координату 
этой линии, возрастающую в направлении нормали 
nG . Тогда предельным значением потенциала двой-
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3) см. [1], стр.234. 
4) см. [1], стр.374. 
5) см. [7], стр.223. 





где 1 2 3( , , )η η η η=  - координаты точки A. Предельные значения ( )iW η
G
 и ( )eW η
G
 не 
совпадают, т.е. как и в случае скалярного потенциала двойного слоя, векторный 
потенциал ( )W ζG  претерпевает скачок при переходе через поверхность Σ  6). Дей-
ствительно, представим потенциал двойного слоя в виде суммы 
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Σ Σ
 = − ⋅Φ Σ + ⋅ Φ Σ ∫ ∫G G GG  v v  
 
В этом выражении первый интеграл представляет собой непрерывную функцию и при 
стремлении точки B  к точке A как изнутри, так и снаружи (при 0s→ ± ) может 
быть заменен своим прямым значением 7) 
   ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )y y yb y b y d b y y d b y dη η η η η
Σ Σ Σ
 
− ⋅Φ Σ = ⋅Φ Σ − ⋅ Φ Σ ∫ ∫ ∫G G G G  v v v .  
 
Во втором слагаемом интеграл принимает соответствующие значения согласно фор-
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GG G  (2.5) 
 
Интегральные уравнения краевых задач теории упругости 
 Если на упругое тело действуют массовые силы X
G
, то всегда можно найти 
частное решение ψG , удовлетворяющее неоднородному уравнению равновесия (4.5), 
например, в форме векторного объемного потенциала (2.2). Тогда замена 
u ψ= + GG Gv  приводит к однородному уравнению равновесия относительно функции Gv . 
Поэтому в дальнейшем будем считать, что массовые силы отсутствуют, а тело на-
гружено только поверхностными силами. В этом случае решения таких задач можно 
разыскивать в форме потенциалов (2.3), (2.4). 
 
Первая краевая задача 
                       
6) см. [1], стр.370. 
7) см. [1], стр.371. 





 Пусть область V  ограничена поверхностью Σ , на которой задан вектор пе-
ремещений uG  
 
 ( ) ( ) ( )u gη η η= ∈ΣG G  (3.1) 
 
Если область V  совпадает с iV , то будем говорить о первой внутренней краевой 
задаче (Ii), а, если V  совпадает с eV , то о внешней задаче ((Ie) (см. рис.2). 
Нормаль nG  будем всегда выбирать внешней по отношению к объему iV . Представим 
решение данной задачи в форме потенциала двойного слоя (2.4) с неизвестной 
плотностью ( )b y
G
. Т.к. уравнение равновесия таким способом удовлетворяется, то 
остается потребовать выполнения граничного условия (3.1). Используя формулы 
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для внутренней задачи 
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Σ
+ ⋅Φ Σ =∫G G  Gv  (3.3) 
 
для внешней задачи. 
 
 Зададим плотность потенциала ( )b y
G
 формулой (рис.4) 
 
 ( ) ( )0 0( ) ( ) ( ) ( , )b y r y r R yω ω η ω η= − + × = − + × − ×G GG G GG GG Gv v  (3.4) 
 
где ,ωGG0v  - постоянные векторы, а , yη  координаты точек В и А, лежащие на по-
верхности Σ . Подставим данную плотность в левую часть интегрального уравне-
ния (3.2) задачи (Ii). Тогда с помощью формул (1.19)-(1.20) получим 
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Т.о. заданной плотности потенциала отвечают перемещения точек поверхности Σ  
как твердой поверхности. Покажем, что и внутренние точки области iV  движутся 
как твердое тело. Перемещения внутренних точек определяются формулой (2.4) с 
плотностью ( )0( ) ( )b y r yω= − + ×G G GGv , а, следовательно, применяя соотношения (1.19)
-(1.20), придем к выражению 
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 Подставим выражение для плотности потенциала (3.4) в левую часть инте-
грального уравнения (3.3) задачи (Ie). Используя соотношения (1.19)-(1.20), 
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Т.о. однородное уравнение (3.3) имеет нетривиальное решение в виде векторного 
потенциала (3.4). 
 
Вторая краевая задача 
 
 Во второй краевой задаче на границе Σ  задаются напряжения 
 ( ) ( ) ( ) ( )n pη σ η η η⋅ = ± ∈ΣG G  (3.6) 
 
Здесь знак плюс относится к внутренней, а знак минус ко внешней задачам (нор-
маль nG  является внешней по отношению к iV  и внутренней к eV ). Будем разыски-
вать решение в виде векторного потенциала простого слоя (2.3). Т.к. уравнение 
равновесия выполняется, остается потребовать выполнения граничных условий 
(3.6). Для этого требуется определить тензор деформаций  
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и с привлечением закона Гука найти тензор напряжений  
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 вектора перемещений uG , 
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где постоянная А определяется соотношением (1.15). Тензор деформаций ε  обра-






 выделением его симметричной части 
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Дилатация θ  (или след тензора ε ) равна 
 










Окончательно, тензор напряжений равняется 
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Пусть ( )n ηG  - нормаль к поверхности Σ  в какой либо ее точке с координатами η . 
Найдем выражение для произведения ( ) ( )n xη σ⋅G   
 







( ) ( )
( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )(1 2 )
( , )
2
( ) ( , )3 ( ) ( , ) ( , )
( , )




n R y x a y n a y R y x a y R y x n
R y x
A d
a y R y x n R y x R y x
R y x












 ⋅ + ⋅ − ⋅
− +  = Σ = 
⋅






G G GG G G G G G
GG G GG


















+   Σ 
⋅
+  
∫ GG G Gv
 
 
Обозначим тензор, стоящий сомножителем при векторе ( )a yG  под знаком интеграла, 
через ( , , )y x ηΨ

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Данная функция координат является непрерывной в области V , включая точку по-
верхности Σ , имеющую координаты η 8). Следовательно, при устремлении x η→  
последний интеграл принимает свое прямое значение. Воспользуемся доказаным 
обстоятельством и запишем выражение ( ) ( )n xη σ⋅G   в виде 
 
                       
8) см. [1], стр.371.  




 ( ) ( ) ( , , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )y yn x y x y x a y d y x a y dη σ η
Σ Σ
 ⋅ = Ψ + Φ ⋅ Σ − Φ ⋅ Σ ∫ ∫  G G G v v  (3.11) 
 
Перейдем в последнем соотношении к пределу, когда  x η→ . Тогда, учитывая 
формулы Племели (2.5), получим значения ( ) ( )n xη σ⋅G   изнутри области iV   
( )( ) ( ) in xη σ⋅G    
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 можно убедиться в том, что 
( , , ) ( , )mk kmy yη η ηΨ ≡ Φ , а, следовательно,  ( ) ( , , ) ( , ) ( )m mk km ma y y y a yη η ηΨ ≡ Φ . Исполь-
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для внутренней (IIi) и 
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внешней (IIe) краевых задач. 
 
 




Свойства интегральных уравнений 
 
 Уравнения (3.2), (3.3), (3.14), (3.15) представляют собой сингулярные 
интегральные уравнения, причем уравнение (3.15) является сопряженным по отно-
шению к уравнению (3.2), а (3.14) сопряженным по отношению к  (3.3) [2,4,7]. 
Для этих уравнений выполняются теоремы Фредгольма9) и  имеют место следующие 
утверждения: 
• уравнения (3.2), (3.15) задач (Ii) и (IIe) всегда разрешимы и притом 
единственным образом; 
• уравнение (3.14) задачи (IIi) разрешимо только тогда, когда выполнены 
условия 
 
  ( ) 0, ( ) ( ) 0y yp y d r y p y d
Σ Σ
Σ = × Σ =∫ ∫G G Gv v  (3.16)выра-
жающие собой необходимые условия равновесия тела – равенство нулю глав-
ного вектора и векторного момента внешних сил; 
• уравнение (3.3) в общем случае неразрешимо из-за того, что не любое ре-
шение задачи (Ie) имеет такую же быстроту убывания на бесконечности, как 
и потенциал двойного слоя. 
 
 Для доказательства первого утверждения предположим, что однородное 
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Рассмотрим вектор перемещений ( )u xG  в области eV  в форме потенциала простого 
слоя (2.3). Вектор ( )u xG  на бесконечности имеет порядок 1( )O R− , найденный по 
этому вектору тензор деформаций, а, следовательно, и тензор напряжений имеют 
порядок 2( )O R− . Потенциальная энергия упругого тела определяется  интегралом 
[3] 
 
                       
9) см. [7], стр. 224. 
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 (3.18) 
 
Здесь учтено то, что массовые  и поверхностные силы для таких деформаций рав-
ны нулю. Отсюда следует равенство нулю компонент тензора деформаций, что со-
ответствует перемещению тела как твердого. Но перемещения тела на бесконечно-
сти равны нулю. Следовательно, ( ) 0 ( )eu x x V= ∈
G
. Соотношение, аналогичное урав-
нению (3.18), имеет место и для области iV , а, значит, ( ) 0 ( )iu x x V= ∈
G
. Т.о. 
внутри области iV  тензор деформаций и тензор напряжений также равны нулю. 
Представляя вектор перемещений внутри iV  в форме потенциал простого слоя 
(2.3), используя равенство нулю выражения (3.12)(отсутствие напряжений на по-
верхности Σ ), получим  
 
   
0 01 ( ) ( ) ( , ) 0
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Σ
+ ⋅Φ Σ =∫ G Gv  
 
Складывая левые и правые части этого уравнения и уравнения (3.17), получим, 
что 0 0a =G . Отсюда следует единственность решения уравнения (3.15) и сопряжен-
ного ему уравнения (3.2). 
 Как отмечалось выше, однородное уравнение (3.3) имеет ненулевое решение  
 
   ( )0 0( ) ( )b y r yω= − + ×G G GGv  
 
Следовательно, и  сопряженное однородное уравнение (3.14) имеет ненулевое ре-
шение 0 ( )a yG . Для выяснения механического смысла данного решения  рассмотрим 
перемещения ( )u xG  точек области eV  в виде потенциала простого слоя с плотно-
стью потенциала, равной 0 ( )a yG . Определяя предельное значение ( )en σ⋅G  , придем к 
соотношению (3.15) с 0( ) ( )a y a y=G G . Складывая полученное уравнение с однородным 
уравнением (3.14), получим равенство 0 ( ) ( )a y p y=G G . Т.о. решение однородного 
уравнения (3.14) представляет собой напряжения на поверхности Σ , которые от-




носятся к краевой задаче, называемой задачей Робена.  Эта задача формулирует-
ся следующим образом: 
 
найти перемещения, равные нулю на бесконечности, упругого тела, за-
полняющего пространство вне замкнутой поверхности Σ  (область eV ) при 
заданном перемещении 0( ) ( )g r yη ω= + ×GG GGv  точек поверхности Σ  как по-
верхности твердого тела, расположенного в области iV , с заданными 
постоянными векторами 
G0
v - трансляционного перемещения и ω
G
- поворота 
этого тела вокруг начала координат. 
 
  Необходимым условием разрешимости уравнения (3.3) является ортого-
нальность правой части ( )g ηG  данного уравнения (перемещений точек поверхности 
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Приложение I. Основные соотношения линейной теории упругости 
 
 Здесь приведены в виде справочного материала основные соотношения тео-
рии упругости, используемые в основном тексте [3,5]. 
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  (4.3) 
 
- физические константы упругого материала, ,E ν  - модуль Юнга и коэффициент 
Пуассона, соответственно, mmθ ε=  - дилатация (след тензора деформаций), 
mmσ σ=  - среднее напряжение (одна треть следа тензора напряжений). 
 
20. Уравнение равновесия 
 
  ( ),0 0ki i idiv Xσ σ+ = + =X  (4.4) 
 
уравнение Лямэ  
 
 ( ), ,( ) 0 ( ) 0k ik i kk idiv u u Xλ µ µ λ µ µ+ ∇ + ∆ + = + + + =u u X  (4.5) 
 
для вектора перемещений ui .  
 Здесь X
G
 – объемная плотность массовых сил, запятая в индексах означает 
ковариантное дифференцирование по координатам с индексами, следующими после 
запятой.   
 
 




Приложение II. Сводка применяемых формул и теорем. 
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iT  - тензор n-го ранга, индекс после запятой означает ковариантное диф-
ференцирование по соответствующей переменной, Σ  - поверхность, охватывающая 
объем V , nG  - ковариантный вектор нормали, внешней по отношению к объему V . 





iT  имеет порядок убывания на 
бесконечности 2




> , правая часть в соотношении (5.1) обращается в 
нуль. 
 
20. Интеграл Гаусса. 
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4 ( )












ζ π ζζ ζΣ
− ∈
∂ 
= Σ = − ∈Σ∂  ∈
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